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(πN(x|Z, τ2)) + (1− π)U(x))N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b) (17)

=πN(x|Z, τ2)N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b) + (1− π)U(x)N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b)

=
a

a+ b
N(Z|µ, σ2)N(Z|µ, σ2)Beta(π|a+ 1, b) +

b

a+ b
U(x)N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)

=
a

a+ b
N(x|µ, σ2 + τ2)N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) +

b

a+ b
U(x)N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1) (18)

对比可知：N(x|Z, τ2)N(x|Z, σ2) = N(x|µ, σ2 + τ2)N(Z|m, s2)

取出N(x|Z, τ2)N(x|Z, σ2)展开为：

N(x|Z, τ2)N(Z|µ, σ2)

=
1√
2πτ

e
−

(x− Z)2

2τ2 · 1√
2πσ

e
−

(Z − µ)2

2σ2

=
1

2πτσ
e
−

(x− Z)2

2τ2
−

(Z − µ)2

2σ2

=
1

2πτσ
e
−
σ2(x− Z)2 + τ2(Z − µ)2

2τ2σ2

=
1

2πτσ
e
−

(σ2 + τ2)Z2 − 2(xσ2 + µτ2)Z + x2σ2 + µ2τ2

2τ2σ2

=
1√

2π(σ2 + τ2)

1√
2π

σ2τ2

(σ2 + τ2)

e
−

(x− µ)2

2(σ2 + τ2) · e
−

(σ2 + τ2)Z2 − 2(xσ2 + µτ2)Z + x2σ2 + µ2τ2

2τ2σ2
+

(x− µ)2

2(σ2 + τ2)

=
1√

2π(σ2 + τ2)
e
−

(x− µ)2

2(σ2 + τ2) · 1√
2π

σ2τ2

(σ2 + τ2)

e
−

((σ2 + τ2)Z2 − 2(xσ2 + µτ2)Z + x2σ2 + µ2τ2)(σ2 + τ2) + (x− µ)2τ2σ2

2τ2σ2(σ2 + τ2)

=N(x|µ, σ2 + τ2) · 1√
2π

σ2τ2

(σ2 + τ2)

e
−

(σ2 + τ2)2Z2 − 2(xσ2 + µτ2)(σ2 + τ2)Z + (xσ2 + µτ2)2

2τ2σ2(σ2 + τ2)

=N(x|µ, σ2 + τ2) · 1√
2π

σ2τ2

(σ2 + τ2)

e
−

[(σ2 + τ2)Z − (xσ2 + µτ2)]2

2τ2σ2(σ2 + τ2)

=N(x|µ, σ2 + τ2) · 1√
2π

σ2τ2

(σ2 + τ2)

e

−
[Z − (xσ2 + µτ2)

τ2 + σ2
]2

2(
τ2σ2

τ2 + σ2
)

=N(x|µ, σ2 + τ2)N(Z| (xσ
2 + µτ2)

τ2 + σ2
,

τ2σ2

τ2 + σ2)
)

=N(x|µ, σ2 + τ2)N(Z|m, s2)
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所以s2 =
τ2σ2

τ2 + σ2
,m =

(xσ2 + µτ2)

τ2 + σ2
,进一步简化：

1

s2
=

1

τ2
+

1

σ2
(19)

m =
(xσ2 + µτ2)

τ2 + σ2

= s2(
x

τ2
+

µ

σ2
) (20)

现在假设:

C1 =
a

a+ b
N(x|µ, σ2 + τ2) (22)

C2 =
b

a+ b
U(x) (20)

公式(16)和(18)的一阶矩和二阶矩相等，先求公式(16)的一、二阶矩：

Z的一、二阶矩： ∫
Zp(Z, π|a′, b′, µ′, σ′)dZdπ =

∫
ZN(Z|µ′, σ′2)Beta(π|a′, b′)dZdπ

=

∫
ZN(Z|µ′, σ′2)dZ

= µ′

∫
Z2p(Z, π|a′, b′, µ′, σ′)dZdπ =

∫
Z2N(Z|µ′, σ′2)Beta(π|a′, b′)dZdπ

=

∫
Z2N(Z|µ′, σ′2)dZ

= µ′2 + σ′2

π的一、二阶矩： ∫
πp(Z, π|a′, b′, µ′, σ′)dZdπ =

∫
πN(Z|µ′, σ′2)Beta(π|a′, b′)dZdπ

=

∫
πBeta(π|a′, b′)dπ

=
a′

a′ + b′

∫
π2p(Z, π|a′, b′, µ′, σ′)dZdπ =

∫
π2N(Z|µ′, σ′2)Beta(π|a′, b′)dZdπ

=

∫
π2Beta(π|a′, b′)dπ

=
a′(a′ + 1)

(a′ + b′)(a′ + b′ + 1)

对公式(18)的概率密度进行积分：

C =

∫
a

a+ b
N(x|µ, σ2 + τ2)N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) +

b

a+ b
U(x)N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)dZdπ

=

∫
C1N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) + C2N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)dZdπ

= C1 + C2
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公式(18)的一、二阶矩： Z的一、二阶矩：

1

C

∫
Z{C1N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) + C2N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)}dZdπ

=
1

C

∫
Z{C1N(Z|m, s2) + C2N(Z|µ, σ2)}dZdπ

=
1

C
{C1m+ C2µ}

1

C

∫
Z2{C1N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) + C2N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)}dZdπ

=
1

C

∫
Z2{C1N(Z|m, s2) + C2N(Z|µ, σ2)}dZdπ

=
1

C
{C1(m2 + s2) + C2(µ2 + σ2)}

π的一二阶矩：

1

C

∫
π{C1N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) + C2N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)}dZdπ

=
1

C

∫
π{C1Beta(π|a+ 1, b) + C2Beta(π|a, b+ 1)}dZdπ

=
1

C
{C1

a+ 1

a+ b+ 1
+ C2

a

a+ b+ 1
}

1

C

∫
π2{C1N(Z|m, s2)Beta(π|a+ 1, b) + C2N(Z|µ, σ2)Beta(π|a, b+ 1)}dZdπ

=
1

C

∫
π2{C1Beta(π|a+ 1, b) + C2Beta(π|a, b+ 1)}dZdπ

=
1

C
{C1

(a+ 1)(a+ 2)

(a+ b+ 1)(a+ b+ 2)
+ C2

a(a+ 1)

(a+ b+ 1)(a+ b+ 2)
}

对C1C2进行归一化：

C ′1 =
C1

C

C ′2 =
C2

C

(16)(18)的阶矩相等，所以：

µ′ = C ′1m+ C ′2µ (23)

µ′2 + σ′2 = C ′1(m2 + s2) + C ′2(µ2 + σ2) (24)

a′n
a′n + b′n

= C ′1
a+ 1

a+ b+ 1
+ C ′2

a

a+ b+ 1
(25)

a′n(a′n + 1)

(a′n + b′n)(a′n + b′n + 1)
= C ′1

(a+ 1)(a+ 2)

(a+ b+ 1)(a+ b+ 2)
+ C ′2

a(a+ 1)

(a+ b+ 1)(a+ b+ 2)
(26)
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